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Cette th�ese traite de logique, sous la forme de la th�eorie des types ou logique
d'ordre sup�erieur, et de calcul, sous la forme de r�ecriture, un paradigme de cal-
cul Turing-complet, c'est-�a-dire, par lequel on peut exprimer toutes les fonctions
calculables.

Une d�emonstration math�ematique est constitu�ee de raisonnements ing�enieux
et de calculs m�ecanisables. Or les syst�emes de d�eveloppement de preuves actuels
(Coq, Lego, Nuprl, HOL, etc.) ont un m�ecanisme de calcul assez rudimentaire. Bien
qu'ils permettent d'exprimer de tr�es nombreuses fonctions (toute fonction dont l'exis-
tence est prouvable en arithm�etique intuitionniste d'ordre sup�erieur), les d�e�nitions
peuvent être malais�ees et parfois ine�caces. En e�et, celles-ci doivent suivre un
sch�ema tr�es restrictif semblable �a la r�ecursion primitive. Ces syst�emes ne permettent
donc pas de d�e�nir fonctions et pr�edicats de la mani�ere que l'on veut, ce qui les rend
di�ciles �a utiliser par des non-sp�ecialistes et limite l'aspect \calcul": des proposi-
tions qui pourraient être prouv�ees de mani�ere automatique, par un simple calcul,
n�ecessitent des d�eductions compliqu�ees. Par contre, avec une notion de calcul plus
riche mais telle que l'�egalit�e de deux termes soit d�ecidable, il n'est pas n�ecessaire de
m�emoriser les �etapes de calcul. Les preuves se trouvent ainsi r�eduites aux \raison-
nements". Or, actuellement, la taille des preuves est un probl�eme critique dans les
syst�emes de d�eveloppement de preuves.

Les d�e�nitions �a l'aide de r�egles de r�ecriture sont �a la fois plus g�en�erales, plus
ais�ees et peuvent être plus e�caces. Mais consid�erer des fonctions ou des pr�edicats
d�e�nis par un ensemble de r�egles de r�ecriture a priori quelconques pose un probl�eme
essentiel: peut-on v�eri�er si une preuve est correcte ou non? C'est la \d�ecidabilit�e
du typage". Ce probl�eme est di�cile car, pour v�eri�er qu'une preuve est correcte,
on doit être capable de d�ecider si deux termes sont �egaux modulo la r�ecriture. Pour
cela, il est su�t que la r�ecriture soit:

{ con
uente: l'ordre des r�ecritures n'a pas d'importance,

{ fortement normalisante: un terme ne peut pas être r�ecrit ind�e�niment.

Il existe de nombreux r�esultats sur la con
uence et la normalisation forte de la
r�ecriture dite du premier ordre, c'est-�a-dire, s'appliquant aux termes d'une alg�ebre
engendr�ee par un ensemble de symboles et un ensemble de variables. Mais, dans le
cadre du Calcul des Constructions de T. Coquand et G. Huet, un syst�eme de types
d�ependants et polymorphes qui permet d'exprimer les propositions et les preuves
de la logique d'ordre sup�erieur et qui g�en�eralise le �-calcul polymorphe de J.-Y.
Girard, on peut vouloir d�e�nir des fonctions polymorphes d'ordre sup�erieur, c'est-�a-
dire, param�etr�ees par des types et des fonctions comme, par exemple, une fonction
de tri param�etr�ee par le type des �el�ements �a trier et une fonction de comparaison sur
ce type. Cela permet d'�ecrire des programmes g�en�eriques, une propri�et�e importante
en g�enie logiciel.



Or, il existe tr�es peu de r�esultats sur la con
uence et la normalisation forte
de ce type de r�ecriture. De plus, jusqu'�a maintenant, aucun travail n'a consid�er�e
une telle forme de r�ecriture au niveau des types et des pr�edicats (seul le Calcul
des Constructions Inductives autorise la d�e�nition de pr�edicats par r�ecurrence, une
forme tr�es restreinte de r�ecriture). Pourtant, la r�ecriture au niveau des types permet
d'augmenter la puissance logique du formalisme et aussi de formaliser des proc�edures
de d�ecision.

Dans notre th�ese, nous commen�cons par �etudier les propri�et�es des Syst�emes de
Types Purs, une classe tr�es g�en�erale de syst�emes de types dont fait partie le Calcul
des Constructions, quand ceux-ci sont �etendus par de la r�ecriture. En particulier,
nous montrons qu'il est possible de lin�eariser certaines r�egles de r�ecriture (une r�egle
de r�ecriture est lin�eaire si une variable n'apparâ�t pas deux fois dans le membre
gauche) sans mettre en p�eril la pr�eservation du typage ou la normalisation forte.
Cela a deux cons�equences pratiques importantes: puisqu'il n'y a pas de tests d'�egalit�e
pour appliquer une r�egle, d'une part, la r�ecriture est plus e�cace et, d'autre part,
la con
uence est bien plus facile �a montrer.

Ensuite, pour assurer la con
uence et la normalisation forte dans le cas du
Calcul des Constructions, nous donnons des conditions tr�es g�en�erales sur les r�egles
de r�ecriture dont la v�eri�cation peut être automatis�ee. Celles-ci g�en�eralisent tous
les r�esultats ant�erieurs sur la combinaison Calcul des Constructions et r�ecriture, y
compris le Calcul des Constructions Inductives. Nous montrons �egalement que ces
conditions peuvent s'appliquer �a la D�eduction Naturelle Modulo.

Bien sûr, ces conditions peuvent encore être g�en�eralis�ees. Par exemple, nous
n'avons pas consid�erer de r�ecriture modulo certaines th�eories �equationnelles comme
l'associativit�e ou la commutativit�e, tr�es utiles en pratique. Et des restrictions trop
importantes p�esent sur les r�egles au niveau des types. Par ailleurs, nous n'avons
pas abord�e le probl�eme de la coh�erence logique qui, d�ej�a, en l'absence de r�ecriture,
n'admet pas de solution g�en�erale. Tous ces probl�emes font partie de nos projets de
recherche.


